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　 R上の急減少関数 f は、R上で有界、かつ一様連続であることを示した。これと前回、証明
した「Gauβ の核による近似の補題」により急減少関数全体 S(R)上の Fourier逆変換の存在

を示した。次に、Fourier変換が、L2(R)−ノルムの意味で S(R)上の等長変換であることを示
した。最後に、Fourier変換の固有関数であるHermite多項式を扱った。

練習問題 1.3. R上の急減少関数 f は、R上で有界、かつ一様連続である。

補題 1.7. 任意の f ∈ S(R)に対して、
‖F(f)‖2 = ‖f‖2

すなわち、Fourier変換 Fは S(R)から S(R)への等長変換である。だたし、‖ ‖2は L2(R)−ノルムとする。

2 Fourier変換の固有関数

練習問題 2.1.

Hn(x) = (−1)n exp(x2)∂n
x (exp(−x2)) for ∀n ∈ N0

Hn はｎ次多項式であることを示せ。Hn をｎ次のHermite多項式と言う。また、

hn(x) = Hn(x) exp
(
−x2

2

)

とおいたとき、hn をｎ次のHermite関数と言う。

補題 2.1.

1. H ′
n(x) = −2nHn−1(x)

2. Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0

補題 2.2.

1. hn ∈ S(R)

2. F(hn) = (−√−1)nhn (n ∈ N0)

3. 〈hm, hn〉 =





22nn!
√

2π (n = m)

0 (n 6= m)
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